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QUESTAO 1 — MECANICA LAGRANGIANA E PEQUENAS OSCILAQ@ES

Considere um anel circular de espessura desprezivel, raio R e com uma massa M distribuida
uniformemente ao longo de sua circunferéncia, conforme figura abaixo. O anel esta livre para
rolar sem escorregar ao longo de uma superficie horizontal. Uma particula pontual de massa m
tem seu movimento restrito ao deslizamento sem atrito ao longo do perimetro interno do anel.

O sistema esta sob uma aceleragao gravitacional uniforme g.

X

Considerando as coordenadas generalizadas X e 6 representadas na figura, determine:

(a) (30%) A lagrangiana do sistema formado pelo anel e a particula;

(b) (30%) As equagoes de movimento para as coordenadas X e 6 (vocé nao precisa resolver as

equagoes encontradas);
(c) (10%) As possiveis posigoes de equilibrio estatico da particula.

(d) (30%) Encontre a frequéncia de oscilagao de pequena amplitude da particula em torno da

posicao de equilibrio estavel. Considere o limite m < M.
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QUESTAO 2 — MECANICA HAMILTONIANA

O movimento de uma particula de massa m esté restrito a superficie cilindrica de raio R
ilustrada na figura abaixo, onde também estao indicados sistemas de coordenadas cartesianas
(zyz) e cilindricas (pgz), com a coordenada z sendo o eixo de simetria da superficie. A particula
estd submetida a uma for¢a F = —kr, onde k é uma constante e r é a posigao da particula. Nao

ha atrito entre a particula e a superficie.

e

(a) (20 %) Escreva a energia cinética T' e a energia potencial U da particula em termos das
coordenadas generalizadas ¢ e z, além das respectivas velocidades generalizadas. Adote

U =0 para z = 0.

(b) (25 %) Determine o lagrangiano da particula e os momentos conjugados as coordenadas ¢

e z.
(c) (20 %) Use a transformada de Legendre para obter o hamiltoniano.

(d) (35 %) Determine as equagoes de movimento canodnicas para as coordenadas da particula e,

a partir delas, obtenha z = z(¢).
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QUESTAO 3 — FORGA DE CORIOLIS

Nesta questao discutiremos o movimento

Norte

de uma particula para um observador fixo &
superficie da Terra, considerando os efeitos da

forga inercial de Coriolis, dada por:

F=2mv x w,
Equador

onde v é a velocidade da particula medida no
referencial girante e w é a velocidade angu-

lar deste referencial. Considere a Terra como

uma esfera perfeita com velocidade angular w,
como ilustrado na figura ao lado, e despreze
efeitos da forca inercial centrifuga. A origem do sistema de coordenadas (zyz) da figura se en-
contra em uma latitude A Norte, o versor z é perpendicular & superficie da Terra, o versor X
aponta para o Sul e o versor y para o Leste. Suponha que uma particula seja abandonada de
uma altura z = h em x = 0 e y = 0, na latitude \. A aceleragao de queda livre é g = —gZ, com

g > 0. Despreze a resisténcia do ar.

(a) (40%) Escreva as aceleragoes da particula nas diregoes =, y e z considerando a forga de

Coriolis e sem realizar aproximagoes.

(b) (30%) Obtenha a trajetoria da particula (z(t),y(t), 2(t)) em 1* ordem em w. Para isso,
primeiro resolva as equagoes do item (a) fazendo w = 0 para encontrar a solugdo em ordem
zero. Em seguida, resolva as mesmas equagoes do item (a) com w # 0 e com as componentes

das velocidades em ordem zero.

(c) (20%) Determine a posigdo no plano zy em que a particula atinge o solo. O desvio em

relagdo ao ponto x = 0 e y = 0 ocorre para qual diregao (Norte, Sul, Leste ou Oeste)?

(d) (10%) Uma particula é abandonada de uma altura h = 100 m no Equador. Estime o desvio
total sofrido pela particula devido & Forca de Coriolis, ou seja, a distdncia do ponto x =0

e y = 0 ao ponto em que a particula atinge o solo. Considere ¢ = 10 m/s%.
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QUESTAO 4 — TRANSFORMAGOES CANONICAS E EQUAGAO DE HAMILTON-

JACOBI

Considere a hamiltoniana

2 2 2
H=eM b +eM moq
2m 2

onde m é a massa de uma particula e ¢ o tempo, enquanto A e w sao constantes.

(a) (20%) Encontre a transformagao candnica @ = Q(q,t) e P = P(p,t) associada a fungao
geradora Fy(q, P,t) = eM/? ¢P.

(b) (20%) Encontre a hamiltoniana transformada K(Q, P,t) e a equagao de Hamilton-Jacobi
associada & K(Q, P,t).

(c) (30%) Resolva a equagao de Hamilton-Jacobi do item (b) considerando uma solucao na forma

S = W(Q) — at. Deixe sua resposta em termos de uma integral do tipo [ dQ+/1 — C?Q?,

onde C' é uma constante dependente dos pardmetros m, w, A e a.

(d) (30%) Considerando A < 2w e a integral

arcsen(CQ),

S
Ji_cgr C

obtenha @ = Q(t) e, em seguida, g = q(t).



